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Âíèìàíèþ ïðîâåðÿþùèõ!

Îöåíèâàíèþ ïîäëåæàò òîëüêî ïðàâèëüíî ðåøåííûå

çàäà÷è èëè çàäà÷è, ñîäåðæàùèå èäåè, âåäóùèå ê

ïðàâèëüíîìó ðåøåíèþ.
Îòäåëüíûå âåðíûå ðàññóæäåíèÿ, íå ïðèâîäÿùèå ê

ðåøåíèþ íå îöåíèâàþòñÿ.

1. Ëàðèñà, Âåðà è Ñàøà ñîáèðàëè ãðèáû. Âåðà ñîáðàëà ãðèáîâ íà 40%
áîëüøå, ÷åì Ñàøà, íî íà 30% ìåíüøå, ÷åì Ëàðèñà. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
Ñàøà ñîáðàë ãðèáîâ ìåíüøå, ÷åì Ëàðèñà?

Îòâåò: íà 50%.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Ñàøà ñîáðàë x ãðèáîâ, à Ëàðèñà y ãðèáîâ. Òîãäà Âåðà

ñîáðàëà 1,4x = 0,7y ãðèáîâ. Îòñþäà x = 0,5y, ò. å. Ñàøèíû ãðèáû ñîñòàâëÿþò
50% îò Ëàðèñèíûõ.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 10 á.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå√
4x − 3x

x2 + x+ 1
+

√
x2 + x+ 1

4x − 3x
=
√
4x− x2.

Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ çàïèñàíà (ïðè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ

x) ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë. Òàêàÿ ñóììà íå ìåíüøå
2. Ïðàâàÿ ÷àñòü íå áîëüøå 2:

√
4x− x2 =

√
4− (x− 2)2 6 2.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî, êîãäà îáå ÷àñòè ðàâíû 2.√
4− (x− 2)2 = 2 ⇐⇒ x = 2.

Ïîäñòàíîâêà x = 2 â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ òàêæå äà¼ò ÷èñëî 2. Çíà÷èò, 2
� åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ.



Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 11 á. Åñëè îáíàðóæåíî, ÷òî îáå ÷àñòè
ðàâíû 2, à ïðàâàÿ ðàâíà 2 òîëüêî ïðè x = 2, íî íå ïðîâåðåíî, ÷òî è ëåâàÿ
÷àñòü ðàâíà 2 ïðè x = 2, òî 8 á.

3. Íàéäèòå îáú¼ì ÷åòûð¼óãîëüíîé ïèðàìèäûMABCD, åñëè èçâåñòíû êî-
îðäèíàòû å¼ âåðøèí: A(−4; 0; 1), B(−2; 2; 1), C(4; 0; 1), D(1;−3; 1),M(4; 4; 4).

Îòâåò: 20.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Òî÷êè A,B,C,D ëåæàò â ïëîñêîñòè z = 1. Âûñîòà ïè-

ðàìèäû ðàâíà ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè M äî ýòîé ïëîñêîñòè h = 4−1 = 3. Ïëî-
ùàäü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ïðîùå âñåãî íàéòè, ñëîæèâ ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è ADC. Ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ îáùåå îñíîâàíèå AC = 8, à âû-
ñîòû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 2 è 3. Ïîýòîìó SABCD = 1

2
· 8 · (2 + 3) = 20, à

VABCD = 1
3
SABCD · h = 20.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 11 á. Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè ìèíóñ
2 á.

Âòîðîå ðåøåíèå. Âîçìîæíî ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñìåøàííîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ è ïîäñ÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëèòåëåé. Çà ïðàâèëüíî âû-
ïèñàííûå îïðåäåëèòåëè � 5 áàëëîâ, çà ïðàâèëüíî âûïîëíåííûé ïîäñ÷åò - 11.

4. Ïóñòü 0 < x < π
2
. Äîêàæèòå, ÷òî

(cosx+ sinx)2(cos4 x+ sin4 x) > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

(cosx+ sinx)2 = cos2 x+ 2 sinx · cosx+ sin2 x = 1 + sin 2x,

à

cos4 x+ sin4 x = (cos2 x+ sin2 x)2 − 2 cos2 x sin2 x = 1− 1

2
sin2 2x,

óìåñòíà çàìåíà t = sin 2x. Èç óñëîâèÿ 0 < x < π
2
ñëåäóåò, ÷òî 0 < t 6 1.

Îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (1 + t)(1 − 1
2
t2) > 1,

êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó t(t − 1)(t + 2) 6 0. Íà ïðîìåæóòêå (0; 1] ýòî
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 12 á.

5. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ïîñòðîéòå ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ ëè-
íèÿìè x = −2, x = 2, y = 0 è

y =
1

2

(√
5− x2 + 2

√
4− x2 +

√
5− x2 − 2

√
4− x2

)
,

è íàéäèòå å¼ ïëîùàäü.

2



Îòâåò: ôèãóðà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1; å¼ ïëîùàäü ðàâíà
4π

3
+ 4−

√
3.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì t =
√
4− x2. Òîãäà 5− x2 = t2 + 1 è

y =
1

2

(√
t2 + 1 + 2t+

√
t2 + 1− 2t

)
=

1

2
(|t+1|+|t−1|) =

{
t, åñëè t > 1,
1, åñëè 0 6 t < 1.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì

y =

{ √
4− x2, åñëè

√
4− x2 > 1,

1, åñëè
√
4− x2 < 1.

Ãðàôèê ôóíêöèè � îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ EA, BC è äóãè îêðóæíîñòè
AB (ðèñ. 1). Ôèãóðó, ïëîùàäü êîòîðîé íóæíî íàéòè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ñåêòîðà êðóãà AOB ðàäèóñîì 2 è óãëîì 120◦ è äâóõ ðàâíûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ òðàïåöèé. Ïëîùàäü ñåêòîðà ðàâíà 1

3
·4π. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè

OD = 2, BC = 2−
√
3, âûñîòà òðàïåöèè DC = 1, à å¼ ïëîùàäü SODBC = 4−

√
3

2
.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 13 á. Åñëè ôèãóðà ïîñòðîåíà, íî ïëî-
ùàäü å¼ íå íàéäåíà, ñòàâèòü 8 á.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîäîëæåíèå ìåäèàíû BD ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ
âîêðóã òðåóãîëüíèêà îêðóæíîñòü â òî÷êå E. Íàéäèòå BD, åñëè AB = 7,
BC = 9, BE = 13.

Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Ïîëîæèì BD = x, ED = y, AD = CD = z, ∠ADB = α.
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Ïî ñâîéñòâó ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä, AD · CD = BD · ED, ò. å. xy = z2. Ïî
òåîðåìå êîñèíóñîâ, ïðèìåí¼ííîé ê òðåóãîëüíèêàì ABD è BDC,

AB2 = 49 = x2 + z2 − 2xz cosα; BC2 = 81 = x2 + z2 + 2xz cosα.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì x2+z2 = 65. Êðîìå òîãî, BE = x+y = 13.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

xy = z2;
x2 + z2 = 65;
x+ y = 13.

Âûðàæàÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ y ÷åðåç x, à èç âòîðîãî z2 ÷åðåç x2, ïðèõîäèì
ê óðàâíåíèþ x(13− x) = 65− x2, îòêóäà 13x = 65 è x = 5.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á.

7. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà m è n, ÷òî pm − 1 = n3.

Îòâåò: 2 è 3.
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

pm = (n+ 1)(n2 − n+ 1).

×èñëî n+1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p è áîëüøå 1, ïîýòîìó
n+ 1 êðàòíî p. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî n2 − n+ 1 = pk, ãäå 0 6 k 6 m.

Åñëè k = 0, òî n = 1, p = 2, m = 1.
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Åñëè k > 0, òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñåë n2 − n + 1 è n + 1.
Ïîýòîìó p òàêæå äåëèò ÷èñëî 3 = (n2−n+1)− (n+1)(n− 2). Çíà÷èò, p = 3.
Ïðè ýòîì m = n = 2.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 14 á. Åñëè ïîäáîðîì íàéäåíî îäíî èç
äâóõ ðåøåíèé � 2 á., åñëè îáà � 3 á. (è ïðè ýòîì íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ
ðåøåíèé).

8. Äâà ïàðîõîäà èäóò ïî ìîðþ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïî ôèêñèðîâàí-
íûì ïðÿìîëèíåéíûì íàïðàâëåíèÿì. Â 9 ÷àñîâ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áûëî
20 êì, â 9 ÷ 35 ìèí � 15 êì, â 9 ÷ 55 ìèí � 13 êì. Êàêèì áóäåò ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîõîäàìè?

Îòâåò: 12.
Ðåøåíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîðû ïàðîõîäîâ

r1 = v1t, r2 = v2t+ r0,

ãäå t � âðåìÿ (â ÷àñàõ), ïðîøåäøåå ïîñëå 9.00, v1,v2 � âåêòîðû ñêîðîñòåé,
r0 � âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò ïåðâîãî ïàðîõîäà êî âòîðîìó â 9.00.

Ïóñòü b = v2−v1. Òîãäà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðîõîäàìè â ìîìåíò
âðåìåíè t ðàâåí

d2 = |r2 − r1|2 = |bt+ r0|2 = At2 +Bt+ 400,

ãäå A = b2, B = 2br0. Óñëîâèå çàäà÷è äà¼ò ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî A è B: { (

7
12

)2
A+

(
7
12

)
B + 400 = 225,(

11
12

)2
A+

(
11
12

)
B + 400 = 169.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì A = 144, B = −384. Îòñþäà (ïîñëå âûäåëåíèÿ
ïîëíîãî êâàäðàòà)

d2 = (12t− 16)2 + 144.

Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîõîäàìè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 4/3,
ò. å. â 10 ÷ 20 ìèí è ðàâíî 12 êì.

Îöåíèâàíèå. Âåðíîå ðåøåíèå � 15 á. Åñëè çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå äâóõ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, íî ïîñëåäíÿÿ íå ðåøåíà � 10 á.
Åñëè âåðíî íàéäåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðîõîäàìè êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè, íî
íå íàéäåíî å¼ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå � 13 á.
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